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Historia

e) La ecuacién dada mas adelante es un ejemplo de una ecuacién dife-
rencial parcial que surge en muchas areas diferentes de la fisica y las
matematicas y, por lo tanto, tiene una gran importancia en la ciencia.
Originalmente, fue derivado por William Rowen Hamilton. Jacobi de-
mostré mds tarde en sus articulos ajustes matemdticos significativos a
la ecuacion.

e) En los afios 80, se desarroll6 la nueva nocién de solucién viscosa para la
ecuacién de Hamilton-Jacobi y se extendié a una clase mds amplia de
ecuaciones diferenciales parciales. Las primeras ideas sobre esta nocién
mdas débil de soluciones aparecieron en el articulo de Evans al aplicar el
método de la desaparicién de la viscosidad a la ecuacién, sin embargo,
la definicidén exacta fue dada mas tarde por Crandall y Lions, junto con
algunas propiedades muy importantes.

Bryan Steve Pichucho 3 de noviembre de 2023 3/30



Introduccidn, Soluciones Viscosas

Sea n e N. Sea © = R un conjunto abierto.
Se considera la ecuacién eliptica de primer orden no lineal,

{ F(z,u(z), Du(x)) =0 en (1)
U =g sobre 0f).

donde el Hamiltoniano F es la aplicacién F : Q x R x RN — R continua

y g€ C(09).

Propésito. Estudiar el problema de existencia para la ec. eliptica en domi-

nios generales. Dénde:

i) La funcién desconocida u : 2 — R.

i) Du= Dyu = (ug,,...,us,) es el gradiente de wu.
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Como resolver este tipo de problemas? Al ser F' continua podemos
introducir una gran variedad de problemas.

Solucién Clasica. Si reemplazo mi funcién en F, calculo su derivada y F'
evaluado en estos términos me da cero.

Considere Q = (0,1), F(z,u,u/,u") =u" y

Solucién.
u(a:) = Chiz + Oy, ’u,(()) =Cy=a U(l) — O Ty = b

Luego,

u(z) = (b—a)x + a = bz + (1 — z)a € C*(Q)(Solucién clasica) .

Siempre se pueden obtener soluciones asi de regulares?

Bryan Steve Pichucho 3 de noviembre de 2023 5/30



Ahora, se considera Q) = (0,1), F(z,u,u’) = |u'| — 1 y considere el

problema
|u'(z)] =1 en Q,
u(0) = u(1) = 0.
Tiene solucién? Ya no podemos encontrar una funcién en el sentido cldsico.
Por qué?

u(x) = x=u'(z)=1. Pero, u(0) = 0, u(l) = 1.
u(x) = x—1=d(z)=1. Pero, u(0) = —1, u(l) = 0.

Por absurdo, suponga que existe una funcién u € C*(§2) solucién. Asi, por
el Teorema de valor medio existe un xq € €2 tal que

u(1) — u(0)

1—o

v (z0) =

luego, el problema no tiene solucién en el sentido clasico.
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Solucién débil. No cumple necesariamente con la regularidad requerida.

Consideremos I = (0,1), F(xz,u,u”) = —u" +u — f y considere el
problema

- +u=f enl,
u(0) = u(1) = 0.

con f € C(I). Encontremos condiciones sobre f para que exista solucidn
cldsica para el problema.

Solucion.

1. Nocidn de solucion débil.

Para aplicar la integracién por partes se necesita que u € C%(I). Sea ¢ €
C2(I) tal que p(0) = ¢(1) = 0 . Entonces,

J —u’pdx + J updz =J fedx

I I I

—u'p |(1] F f uw''dx + f updx :J fedx
I I I
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J w''dr + J updr = J fodz, Vo € C3(I).
I I I

Por densidad (C3°(I) es denso en H((I)), obtenemos la formulacién débil:
Encontrar u € H(I) tal que

f u'v'dr + f uvdxr = f fude, Vv e H}(I).
I I I

Observacién: Como u € C%(I) con u = 0 sobre dI, podemos considerar
uwe HI).
2. Existencia de soluciones débiles.
Depende del teorema de existencia y unicidad por ejemplo: Teorema Lax-
Milgram, Teorema de Stampacchia, Teoria de Puntos Criticos.
De hecho, via Teorema de Lax-Milgram, se tiene que existe un (nico u €
H(I) tal que

a(u,v) = l(v), Vv e HY(I),

lo que es equivalente a decir que existe un Unico u € H& (I) que resuelve la
formulacién débil. |
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3. Regularidad de las soluciones débiles.

Dado que f € C(I), con I acotado, se tiene que f € L?(I) y como u €
H}(I), se sigue del Teorema de regularidad de soluciones para el problema
de Dirichlet que u € H?(I).

Por el Teorema de desigualdades generales de Sobolev, se concluye, via
representante continuo de u que u € C*(T).

Ahora, desde la formulacién variacional y usando la definiciéon de derivada
débil (ue H?(I)), se tiene que

f uw'p'dx + J wpdr = f fodz, Vo e C2(I)
I I I

f(—u”—i—u—f)@dx:(), Vo € C2(I).
I

1

"
Como ", u, fe L,

(I), se sigue que
" +u—f=0ctpenl<eu" =f—uctpenl,

con f e C(I) y ue CYI) de manera que podemos identificar u” con una
funcién continua uniforme y asi u € C?(1).
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4. Recuperacién solucién clasica.
Teniendo que —u” +u — f = O ct.pen I, como f e C(I)y ue C*I),
realmente se tiene que

—u" +u—f=0 en [.

Por otro lado como la solucién u del problema pertenece a C*(I) n Hi (1),
por el Teorema de Traza cero, se concluye que

u=20 sobre 01.
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Las caracteristicas que deseamos en una teoria de soluciones débiles son
las siguientes:

o) Consistencia:Las soluciones clasicas satisfacen los criterios suficientes
para ser soluciones débiles. Ademas, una solucién débil con suficientes
derivadas es a su vez cldsica.

o) Estabilidad: El limite de una sucesién de soluciones hereda la
ecuacion.

e) Unicidad: Cualesquiera dos soluciones débiles con el mismo dato de
borde son iguales.

o) Existencia: Dado un dato de borde existe una solucién.

) Regularidad: Las soluciones débiles son clasicas.
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Vanishing Viscosity

Vanishing Viscosity. Histéricamente, la teoria de soluciones viscosas
toma su nombre del método vanishing viscosity para aproximar ecuaciones
de primer orden. En este sentido la estabilidad juega un rol fundamental
para poder identificar limites de familias de problemas que en algtn
sentido deberian aproximar alguna ecuacién de interés. Por ejemplo.

Se puede probar que u. de

W/ (z)] — eu”(z) =1 for x € (—1,1)
satisfaciendo u(—1) = u(1) = 0 es
ue(x) =1—|z|—¢ (e_%lg"’| - e_%) .
En este caso, |u — u.| < C¢, donde u(x) = 1 — |z| es la solucién viscosa

de |u/(z)| =1en (—1,1) con u(-1) = u(l) =0.
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Motivacién de la Solucién viscosa

Solucién viscosa. (Crandall-Lions 1981) Se presenta la teoria de tipos es-
peciales de soluciones débiles, llamadas soluciones viscosas, en el que se
mantienen la consistencia en el sentido de las soluciones clasicas, la unici-
dad y algunas otras propiedades.

Motivacion.

Suponga que u € C'(Q) es una solucién cldsica de la EDP

F(z,u(x), Du(x)) = 0, Vz e Q, (2)

donde F : @ x R xRN — R es continua con respecto a todas las variables.
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Bajo estos supuestos, suponga que para algtin g € €0, u puede ser "tocada
desde arriba” por alguna funcién 1) € C1(£2) en zq. Es decir que la diferencia
tiene un maximo (local) que se desvanece en una vecindad de z.

.wo

Se tiene que ¥ (z) = u(x), Vo € B(xzo,7) < Qy ¢(x) = u(zp).
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En resumen, se tiene que
(u—)(x) < (u—)(xg), Vz € B(xg,r) < Q. (3)
De (3), se tiene que xp es un punto maximo local, entonces
D(u — ) (z) = 0 en RY,
Usando el hecho que u es solucién de (2) y de la dltima expresidn, se ve que

0 = F(zo,u(zo), Du(zo))
= F(xo,u(xg), DyY(xo).

Se concluye que dado u solucién de (1), se tiene que

Si u — ) tiene un maximo local en el punto zq € €2,
entonces  F'(zo,u(xo), DY(xp)) = 0.
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Observacién: La motivacién anterior ha utilizado el hecho que u € C'(Q)
es solucién clasica de la EDP (2) pero no depende de la existencia de Du!l.

Definicion 1

Una funcion u € C(§2) es una solucion viscosa de (2) con F continua , si y
solo si, para todo 1) € C1(1),
9 si u — 1 tiene un maximo local en el punto xg € €2,
entonces  F(xo,u(zo), DY (z0)) < 0.
y
”){ si w — 1 tiene un minimo local en el punto x € (2,

entonces  F(xg,u(xo), DY(xg)) = 0.
Ademds, decimos que u es subsolucion viscosa (resp. supersolucion) si, y
solo si, verifica i) (resp. (ii))).

Observacion 1

e Toda solucion viscosa es continua.

o Otras referencias definen la solucién viscosa usando subdiferencial y
superdiferencial.
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Se puede probar que:
Si u e C() es subsolucién viscosa (resp. supersolucién) de (2) si, y solo si,
v = —u es supersolucién viscosa (resp. subsolucién) de

—F(x,—v,—Dv) =0 en Q.

Consistencia. Queremos que la nocién de solucién viscosa sea consistente
con la de solucién clasica. Mdas precisamente, si u € C(Q) es una solucién
de (2) en el sentido clésico, entonces también deberia ser una solucién en
el sentido viscoso, como muestra la siguiente proposicién.

Proposicion 1

Sea u e C*(Q). Entonces, u es una subsolucién viscosa de (2) si, y solo si,

F(z,u(z), Du(x)) <0, Vze.

Demostracion.

Primero, suponga que se cumple la desigualdad. Sea v € C'1(Q) una
funcién test y g €  un punto maximo local de u — 7). Entonces,

Du(xg) = Dip(zp) en RY,
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En consecuencia, usando la expresién anterior, se sigue que
0 > F(xo,u(zo), Du(zo)) = F(z0, u(x0), Dp(x0)).

Por lo tanto, u es subsolucién viscosa de (2).

Por otro lado, suponga que u es subsolucién viscosa de (2). Puesto que
u e CH(Q), se toma ¢ = u la funcién test. En consecuencia, (u—1)(x) = 0,
para todo x € Q2. Esto a su vez implica que

D(u —¢)(x) = 0.

Esto quiere decir, que todos los puntos criticos  son maximos o minimos
locales de u — v y como u es subsolucién, se sigue que

F(z,u(z), Du(x)) <0, VzeQ.
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Andlogamente, se puede probar que
Sea u € C?(€)). Entonces, u es una supersolucién viscosa de (2) si, y solo
si,

F(x,u(z), Du(z), D*u(x)) = 0, VzeQ.

Teorema 1

Sea u e C(Q). Entonces, u es una solucién cldsica de (2) con F continua,
si y solo si, para todo 1) € C1(£2),
9 si u — 1 tiene un maximo local en el punto xg € €2,
entonces  F(xo,u(zo), DY (z0)) < 0.
y
”){ si u — ) tiene un minimo local en el punto xg € €2,

entonces  F(xg,u(zo), DY(xg)) = 0.

Observacion 2

Este dltimo resultado muestra que la nocién de soluciéon viscosa es consis-
tente con la de solucidn cldsica. Mds precisamente, si u € C1(§2) es una
solucién de (2) en el sentido cldsico, entonces también es una solucién en
el sentido de la viscoso.

o’

= g =
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Principio de Comparacién y Unicidad

Ahora discutimos la unicidad de las soluciones viscosas.
Para discutir la unicidad necesitamos imponer condiciones de contorno. Por
lo tanto, en esta seccién se considera el siguiente problema de Dirichlet

F(z,u(x), Du(x)) =0 en (2,
{ u=g sobre 02, (4)

donde € es un conjunto abierto y acotado de RV, g € C(09) y F €
C(Q x R x RY).

Damos la definicién de solucidn viscosa para esta ecuacidén con condiciones
de contorno.
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Definicion 2

.
.
.
N

Una funcién u € C(Q) es una solucidn viscosa de (4), si y solo si, para todo
peCl(),

. si u — ¢ tiene un maximo local en el punto xg € (,

){ entonces  F(xo,u(xo), Dp(x0)) < 0 y satisface u < g sobre 0f).

y
){ siu — ¢ tiene un minimo local en el punto xg € €,

entonces  F(xo,u(zo), Dop(xo)) = 0 y satiface u = g sobre 0f2.
Ademds, decimos que u es subsolucion viscosa (resp. supersolucion) si, y
solo si, verifica i) (resp. (ii)).

) A continuacién, se enuncia un Teorema de comparacién, la cual su
técnica de demostracién es a través del duplicamiento de variables.

e) Dicho teorema implica la unicidad del problema de Dirichlet.
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Teorema 2 (Principio de Comparacién.)

Sean u,v € C () sub y supersoluciones viscosas de (4) respectivamente.
Suponga que existen constantes vy, C' > 0 tales que

F(LE,’/‘l,p) - F(xar%p) = 7(7“1 - T2)7 (Hl)

para todo (z,71,72,p) € 2 x R x R x RV,

|F'(2,r,p) = F(y, 7, p)| < C(lz = yl(1 + |p[)), (H2)

para todo (z,y,r,p) € 2 x Q x R x RV,
Siu < v sobre 0X). Entonces,

u < v en .

e) El Principio de Comparacién implica la unicidad de soluciones viscosas.
Como lo veremos enseguida.
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Proposicién 2 (Unicidad para el problema de Dirichlet)

Suponga que (H1) y (H2) se mantienen. Entonces, el problema (4) tiene al
menos una solucion.

Demostracién.

Suponga que ug,uz € C(2) son dos soluciones de (4). Entonces, se tiene
que
u1 = g = ug sobre 0f).

Aplicando el Teorema 2 (Principio de Comparacién) con u = u; y v = ug,
se obtiene que u; < wuo en 2 y intercambiando los roles de uy y uo, se
obtiene que uy < uq en . En consecuencia, u; = ug en 2. ]
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Prueba que u(x) = —|z| + 1 es solucion viscosa de

{ [
u(-1)

Esto dltimo significa que para todo v € C®(—1,1), si u — v tiene
un maximo local (minimo local) en el punto z¢y € (—1,1), entonces
F(zo, u(zo), v'(0)) = |v'(z0)| <1 (= 1).

Sea v e C*(—1,1) tal que u—wv tiene un maximo en zp € (—1,1). Notemos
lo siguiente:
e Si 29 # 0, entonces u es diferenciable y |v'(zg)| = |u/(x0)| = 1, se
tiene lo deseado.

(5)

1 en(—1,1)
u(l) =0

e El problema surge cuando zy = 0 donde |z| no es derivable. En vista de
esto se considera el caso donde u — v tiene un maximo local en zg =0
y u(zg) = v(xo).
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Asi, se obtiene para todo x en una vecindad abierta de zg que

(u=0)(z0) = (u—v)(2) < wv(z)-

Luego, para x > 0, se tiene que
o() =v(0)
x

y si x < 0, entonces
v(z) —v(0)

T

<L
Si 2 — 0, y usando el hecho que v € C*(—1,1), se tiene que [v/(0)| <

1y por lo tanto F(zg,u(xg),v'(z0)) = |v'(zo)] —1 < 0, i.e, u es
subsolucién de viscosa de (5).
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e Ahora, probemos que u es supersolucién viscosa de (5). Para el efecto,
para todo v € C*(—1, 1) suponga que u — v alcanza un minimo local
en xg = 0, es decir,

(u—v)(@0) < (u—v)(x) < v()-v(0)<ulz)—u(0)
< v(z) —v(0) < —|z|.
Luego, para > 0, se tiene que
o) —v(0) _ |
y si < 0, entonces v(z) — v(0) .

Si £ — 0, y usando el hecho que v € C!(—1,1), se tiene que
v'(0) < =1y ¢'(0) = 1, lo cual es una contradiccién. Asi, no exis-
te ninguna funcién v € C*(—1,1) que toque por abajo a u. En con-
secuencia, por vacuidad, podemos afirmar que se cumple trivialmente
que F(zo,u(xo),v (x0)) = [v/(x0)] — 1 = 0, i.e, u es supersolucién de

viscosa de (5).
Por lo tanto, se tendria que u es solucién viscosa de (5). O
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Sean T'> 0y O < R" un conjunto abierto y acotado con su frontera 0O
de clase C2. Se considera el problema de valor en la frontera dado por

ug + F(x,t,u, Du, D?>u) =0, en O x (0,T],
u(x,t) = ¢(x,t), en 00 x (0,71, (PVF)
u($70) = 7/1(1’)7 en 07

donde

— FeCOx[0,T] xR xRN x SN) con SV el conjunto de todas las
matrices simétricas de orden N x N,

— ¢ C(00 x [0,T]) y ¢ € C(O) tal que para todo = € 20,
¢(x,0) = ¢(z),

— wy, Duy D?u denotan respectivamente la derivada parcial con
respecto a t, el gradiente de u y la matriz Hessiana de wu.
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El objetivo principal de esta presentacion fue el estudio de algunas propieda-
des generales de las soluciones viscosas de ecuaciones elipticas que debido
a su no linealidad, en general, no tienen una solucién clasica, sin embargo
las soluciones viscosas son una nocién de soluciones débiles para una clase
de EDP del tipo HJ que son consistentes en el sentido clasico.

Algunas de las principales propiedades de una nocién de soluciones viscosas
son:

e Consistencia con las soluciones clasicas.
e Una forma eficiente de probar su teorema de unicidad.

e Una solucién viscosa es estable con respecto a la convergencia unifor-
me. La importancia de la solucién viscosa proviene de su estabilidad y
consistencia con la solucién cl3sica.

Con la ayuda de duplicar el nimero de variables, pudimos probar la unicidad
de las soluciones viscosas.
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