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Nomenclatura

o 15°(0,1) := {u € L*>(0,1) : u es positiva c.t.p}

e Espacios L? con peso. Para v € LY(0,1) decimos que u € L?(0,1;7) si se cumple
que

1
/ y(z)|u(z)2dz < oco.
0

Notemos que L?(0,1) C L?(0,1;7).

e H}(0,1) := {u € L*(0,1) : v/ € L*(0,1) con u(0) = u(1) = 0}
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e Las normas que se van a considerar para f,g € L%(0,1)

|G,

Para f € L*(0,1;71) N L?(0, 1;72)

= 11172 + llgll7=-
L2xL2

I £l z20,19)0220,1592) = 122 0,0501) + 1 F 1122 (0,1572) -
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Definicion.

Sean wuy y ug soluciones de la ecuacién diferencial parcial
G(uvuhumc,"') :0, (t,fL‘) GQCR2.

Problema de continuacién tnica: Si u; = us en w C 2, bajo qué condiciones sobre
w y sobre la suavidad de las soluciones u; y us se puede concluir que u; = us en ).
Un caso particular cuando ser refiere al establecimiento de condiciones suficientes de
caracter local bajo la cual la solucién u de la ecuacién diferencial es idénticamente nula

en Q.
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Algunos ejemplos

e Consideremos la ecuacion dispersiva Korteweg de Vries generalizada
Ut + Uggzr + 8&0F(u) = 07

donde F' es un polinomio en u. En [2] J. Bourgain introdujo un método, basado en
analisis complejo, que permite demostrar que si para todo ¢ en un intervalo no trivial
del tiempo el soporte de u(-,t) permanece dentro de cierto compacto fijo, entonces u
es idénticamente nula.
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e Consideremos la ecuacion de Zakharov-Kuznetsov
Opu + u + &taZu +udpu =0, w=u(zyt), con(z,y)cR?®yteR

En [3] Bustamente demuestran utilizando estimativos tipo Carleman que si una solu-
cién suficientemente suave de la ecuacién de Zakharov-Kuznetsov tiene soporte espacial
compacto en dos tiempos distintos entonces dicha solucién es idénticamente nula.
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La ecuacion BBM

La ecuacién de Benjamin-Bona-Mahony (BBM) esta dada por

Up — Uz + Uy +uuy =0 en (0,7) x (0,1)
u(t,0) =u(t,1) =0 te(0,T)
u(0,x) = up(x) en (0,1)

es un modelo para ondas largas en sistemas dispersivos no lineales, que es una alternativa
modelo de la ecuacién clasica de KdV.La ecuaciéon de BBM se utiliza en el andlisis
de ondas superficiales de larga longitud en liquidos, ondas hidromagnéticas en plasma
frio, ondas acusticas de gravedad en fluidos compresibles y ondas acisticas en cristales
anharmoénicos.
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Referencia principal.

Enrique Zuazua y Xu Zhang estudiaron en [4] resultados de continuacién tnica para una
linealizacién de la ecuacién BBM,

Ut — Utzy = [a(@)u]g + B(z)u  (t,z) € (0,T) x (0,1),
u(t,0) =wu(t,1)=0, te(0,T),
u(0,z) =wo(z), z€(0,1),

donde T > 0 es un tiempo dado, a € L*>°(0,1) y 8 € L?(0,1) son funciones dadas.
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El problema de propiedad de continuacién tnica que considera Zuazua y Zhang para la
ecuacién BBM es el siguiente: si

u(t,x) =0, en (0,7) x F, (1)
entonces necesariamente u es idénticamente cero. Donde demuestran el siguiente resul-

tado de continuacién Unica.

Teorema

Sean =0y aec LY(0,1) o —ac LY(0,1).Sea0<c<d<1,T >0y

ug € L?(0,1). Si la solucién débil u € C([0,7T7]; L?(0,1)) de la BBM satisface (1) con
F =(0,c)U(d,1). Entonces u =0 en R x (0,1).
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Estrategia Empleada Zuazua-Zhang

e Se considera el siguiente subconjunto de (0,7") x F' con F' = (0,¢) U (d, 1).

t

T

(0,T) x F
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e Describir las soluciones de la linealizacién de la ecuacién BBM mediante la utilizacién
de un operador compacto y anti-simétrico.

e Construccidon de un espacio de Hilbert apropiado que contenta las soluciones que
cumplen la hipétesis de la propiedad de continuacién tnica.

e Utilizacion del teorema de descomposicién espectral para encontrar una base para es-
pacio de Hilbert, con el fin de encontrar una representacién de las soluciones. Este hecho
clave permite convertir el problema de propiedad continuacién tinica en un problema de
valores propios.

e El problema de valores propios se resuelve con técnicas de ecuaciones diferenciales
ordinarias.
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Familia de sistemas tipo Boussinesq

Estas ecuaciones fueron derivadas por primera vez por Boussinesq para describir la pro-
pagacion bidireccional de ondas largas y de pequeiia amplitud, ondas de gravedad en la
superficie del agua en un canal. Estos sistemas surgen también al modelar la propagacién
de ondas de cresta larga en grandes lagos o en el océano y en otros contextos. Bona,
chen y Saunt en [1] derivan una familia de cuatro pardmetros de sistemas Boussinesq
a partir de las ecuaciones bidimensionales de Euler para el flujo en superficie libre dada
por
{ Nt + Wg + (Wn)a: + aWzgr — CNgzt = 0,
wi + Ny + wWwy + dgey — dugg = 0,

donde las constantes a, b, ¢, d satisfacen la siguiente relacion,
1
a+b+c+d= 37 o

donde o es un parametro relacionado con la tesion superficial. 5 mipario-Utfom- Pucv-Uy }
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Una linealizacion de la ecuacion

ab-Boussinesq con potencial espacio dependiente.

Consideremos la siguiente linealizacién del sistema ab-Boussinesq dada por

(I = ad2)dn(t, x) = 9 |1 (2)(t, ) + az(z)n(t, x)] + az(@)n(t, z),
(I = 032) 0 (t, @) = Os [B1(2)Y(¢, x) + Ba(z)n(t, 2)] + B3(2)(t, 2),
n(t,0) =n(t,1) = 1(t,0) = (¢, 1) =0, ent e (0,7),
77(07x) =10 ( )7w(07'r) ¢0($)7 enx < (07 1)

donde a,b,T > 0 son constantes dadas, para i = 1,2, «;,3; € L>(0,1) y a3,03 €
L?(0,1) son potenciales dados.
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Un resultado de buena colocacion.

para la ecuacion ab-Boussinesq

Teorema

Sean ay, B; € L>(0,1) y ag, 3 € L?(0,1) parai = 1,2. Dado ng, o € L?(0,1), existe
una tnica solucién debil de la ecuacion linealizada ab-Boussinesq en la clase

(777 w) € C([()’ T]v L2(07 1) X L2<07 1)) tal que (77(07 33), ¢<07 .I')) - (7707 ¢0) para

z € (0,1).
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Ecuacion equivalente

Consideremos 79, 1o € L?(0,1). Tenemos la siguiente ecuacién equivalente,

(1), 5 (2). o
G)o-(%):

Donde podemos ver que B : L?(0,1) x L?(0,1) — L?(0,1) x L?(0,1) es un operador
lineal acotado dado por

)5 0 )b 30
f2 0 (I —bA)~! T\ Baf1 + Bife Bsfa )|
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Como B es un operador lineal y acotado entonces para 7, o € L?(0,1) tenemos que

o) (1) == () =2 G ().

0
esta bien definido. Mas adn,

Jro (3) < (%)
0/ lz2(0,1)xL2(0,1) 0/ 11L2(0,1)xL2(0,1)
g d
ﬁT(t) =BT (t)=T(t)B
con T'(0) = I.
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Estimativo de energia.

La unicidad la probaremos usando un estimativo de energia. Denotamos E(t) como la
energia de las soluciones del sistema definida como

1 \/Zm> 2 i )
E(t) ==
(t) 2 (H <\/5¢ L2(0,1)x L2(0,1)

eare(3)
L2(0,1)x L2(0,1) ¥

Podemos ver que dado 1" > 0, existe C' > 0 tal que
E(t) < CE(0)

para todo ¢ € [0, 7.
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Propiedad de continuacion unica

En el caso de la ecuacién ab-Boussinesq, estamos interesados en la siguiente propiedad
de continuacién (nica

n=v=0en (0,T)xF, FcC(0,1) = n=v¢=0en(0,7)x(0,1)

Denotaremos como (HCU) como la hipétesis del resultado de continuacién dnica.
Observacion. Si los potenciales dados son nulos en un abierto, no vacio U C (0,1)\ F,
entonces cualquier funcién

(m:9) = (f1(2), fa(2)) € C5°(U) x C5°(U)

satisface la ecuacién y (HCU), pero u no es necesariamente idénticamente igual a cero.
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Problema Particular.

Ademas de las hipétesis del resultado de buena colocacién, asumiremos que a = b,
B3 = as =0y a;, f; son positivas en (0,1) para i = 1,2. Asi, obtenemos el siguiente

sistema

(I —aA)om(t,z) = Oz(ar(x)y(t, x) + az(2)n(t, x)) ,

(I —aA)op(t,z) = 0x(Br(z)(t, ) + Ba(x)n(t, x)) ,
n(tvo):n(t71) :wtvo):¢( 71):0 tG(O,T),
n(0,z) = no(z), ¥(0,z) = o(z),en x € (0,1),
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Estrategia General.

El objetivo es reducir el problema de continuacion anica a un
problema de autovectores del operador asociado el sistema.

Un resultado central
Lema. Sea & € L>(0,1) parai=1,2,3,4y ¢; € L?(0,1) para i = 1,2. Suponga
n,% € L?(0,1) satisface para z € (0,1)

N = Nez = [E1(z)n + E2(2)Y], + d1(2)n,
VY — bipzz = [E3(2) + Ea(z)n], + d2(x) Y,
n(0) = ¥(0) = 1z (0) = (0) =

Entonces n =y = 0.
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Operador Asociado

Reescribamos nuestro sistema de la siguiente manera

Al

(I —aA)om = 9z(an ()Y + aa(x)n) ,

(I —aA)0p = 0,(Br(z)y + /52(96)77)
n(t,0) = n(t,1) =¥(t,0) =, 1) = t € (0,7),
n0,z) = mo(z), ¥(0,2) = to(x),enz € (0,1),

(0),=4 ()= () G-

T @eo=en=6) (on-()

L?(0,1;) — L%(0,1;7) es el operador lineal acotado dada por

Ayf = (I = aA) 0 (7).
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Propiedades del operador A,

Recordando que

Avf = (I —ad) '8, (7).
e para f € L%(0,1;7) con f(0) = f(1) = 0, tenemos que

eva —¢ Ve L T (s
Ayf(fﬁ):2( i \})/0 (eﬁ(l )—i-eﬁ( 1))fyi(s)f(s)ds
6 a_e a

o A, € L(L?*0,1)).
e A, es un operador compacto en L?(0,1;7).
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Construccion de AH.

Sean ¢,d > 0, ag, 9 € W(0,1), y el conjunto

Yo(z) = eﬁ(x_l)j po(r) = eﬁ(l_z)’
) :/: (e%(xfs) + eﬁ(s’”)) Yn-1(8) <Zi8 g?g) s,
1 1 1
it = [ () ) (6] 1)

Sea 1,7 € C([0,T); L?(0,1)) una solucién débil que cumpla (HCU) con F = (0,¢) U
(d,1). Entonces paran € N,t € (0,7

[0 (50 50) Ged)a= [ eo (e 56 (eg)e= )
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Observacion. Recordemos como se puede escribir el operador A,
La — La 1 1 1
YA e / \/5(1—s)+f(s1)( s) ozls>< ,s>
(77/}) 9 e% _6*%) 0 (e ) (s) Bils) (ts)
L[ ) | d(s—a) (az( s) (s)> (n(hs))
—= eva + eve
2/0 ( ) Ba(s) Ba(s)) \w(t,s)
Ahora, si 7,1 cumple (HCU) entonces se puede concluir

[ (58 50 (0= )
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El espacio apropiado H

Utilizando lo anterior, definimos el espacio de hilbert H C L?(0,1; ) x L?(0,1; ).
= {1 € L*(0,1;02) N L*(0,1; B2) y fo € L*(0,1;01) N L*(0,1; 1) :
' 2(s) () (F1(8)\ 4o _ [1, (o (@2(5) ea(9)) (fa(s)Y 4, _ (O
/0 2 (G i) (i) 2= [ 20 () i) () 2= )
para n=0,1,2,---.},

H (}2) H = Ifill 220, 1500)n22(0,1,80) T+ 12l 22(0,1;00)022(0,1;81)
1

H es un subespacio cerrado por lo tanto es un espacio de Hilbert con la topologia
inducida por el espacio que esta contenido.
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Propiedades del operador A en H.

o Ac L(H).
e Para (fl,fg) € H,

fl) 1 / Y ) (o) (az(s) (s)) <f1>

AR =4 [ (et i)

(f2 2 Jo \° ‘ as(s) ai(s)) \ f2

e A es un operador compacto y anti-simétrico en H para as = B2 y a1 = f1.

e para iA en H, se puede encontrar una sucesion de auto-valores {\,} de A, A\, € iR

con A, tendiendo a cero cuando n — oo. Para cada \,, (n = 1,2,---), se puede escoger
sus correspondientes auto-vectores, tal que

1 M1 1 Hn
(eu)... (611) <€1,n> <€1n>
1 M1 ’ 1 ’ Hn
€21 €21 €n €on

forma una base ortonormal de H. Kafeminario-Utfsm-Pucv-Uy }
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Un resultado de continuacion unica

Teorema

Sean 0 <c<d<1,T>0,(nv0) € L?>(0,1),a3=B3=0y

a1 = P, = 2 € LP(0,1) tal que oy y g son linealmente independientes.
Supongamos que una solucién débil () € C([0,T]; L?(0,1) x L?(0,1)) de la
ecuacién linealizada ab-Boussinesq satisface (HCU) con F = (0,¢) U (d, 1). Entonces
(n,v) = (0,0) en R x (0,1).
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Demostracion

Lo primero que podemos notar ges que los valores propios son diferentes a cero. En
efecto, si A = 0 es un valor propio, entonces existe e; € Hi(0,1), e; # 0 con i = 1,2
tal que

(I - aA)_l(?z(agel + ajez); =0,

Lo que implica age; + ajes = Cte. Como e € H&(O, 1) y e # 0, esto implica que la
Cte =0 o «; es no acotado para ¢ =1 o ¢ = 2. Como la segunda posibilidad se excluye
para i = 1,2. Por lo tanto,

age] + ajeg =0

en (0,1). Luego, como ay,ap € L°(0,1), y son linealmente independientes tenemos
que (e1,e2) = (0,0) en casi todo punto de (0, 1), lo cual es una contradiccién del hecho

que e; 0y ey #0.
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Como el dato inicial (19, 10) € H, entonces lo podemos descomponer como
o0 MUn 6
() =i
n=1 j=1 62”

donde a}, son constantes. Ahora, la solucién de nuestro problema equivalente se puede
expresar de la siguiente manera

() -2 (5 ()~

n=1 2n

Sin embargo, recordando que F' = (0,¢) U (d, 1), obtenemos que

(n(t,x),¥(t,x)) = (0,0) enR x (0,c).
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Ahora, para (t,z) € R x (0,c) tenemos que

Z Zaj -’” et = 0.

n=1
Notemos que
T .
lim i ez’r‘tef’istdt _ 1 ST =S,
T—o0 2T J_p 0 si;r#s.
para todo r, s € R. Entonces para cadan € N
Hn j T Hm j
i [€1n ) _ 14 1 —Ant 6 ,m Amt Jg 0
St (dn) =i g [ e (S () ) = ().
j:1 2,77, - J

para todo z € (0,c¢).
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Podemos ver que
(61(%’)) Z i (€n
= Qa 5%

esta formada por una combinacién lineal de autovectores de A correspondientes a A,
entonces

(I —aA) Y azer(z) + area(x)) = Aer (),

(I —aA)~! (ozge (x) + area(x)) = Apea(x),

61(0) = €2 (O) =0.

Entonces por el Lema , tenemos que e; = ez =0 en (0,1). Obtenemos que
CL‘ZL:O, .7‘217”'7”71777’:1727"'

Finalmente, obtenemos que 79 = 1y = 0. Por lo tanto, n =% =0en R x (0,1).
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Conclusiones.

e Se logra adaptar un resultado de continuacién (nica de Zuazua y Zhang en [4] al caso
de una linealizacién del sistema aa-Boussinesq con potenciales espacio dependientes.
Para lograr este resultado fue necesario suponer la igualdad y la independencia lineal
entre los potenciales.
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Controlabilidad aproximada

De manera general, podemos formular un sistema de control de una ecuacién en deriva-
das parciales (EDP) como

{ y'(t) = f(t,y(t),u(t)) t>0,
y(0) = ¢°,

donde t — y(t) € X es el estado del sistemay t — u(t) € U es el control en el instante t.
Los conjuntos X y U son los espacios de estado y controles admisibles, respectivamente.
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Definicion

El sistema de control es aproximadamente controlable en tiempo T si, para toda 3° e
y' en X,y todo £ > 0, existe un control u(t) € U tal que HyT — y(T)HX <e.

to =0
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Consecuencias.

El resultado de continuacién Unica obtenido puede ser utilizado para establecer la con-
trolabilidad aproximada para el sistema de ecuaciones diferenciales

Ut — AUtgxy = —OQ(Z‘)UI - a2($)vx + fXF en (O7T) X (Oa 1)7
0,1

UV — AUy = —1(2)uy — a1 (z)vy + gxr  en (0,T) x (0,1),
u(t,0) = u(t,1) =0 te(0,7)

v(t,0) =v(t,1) =0 te (0,7)

u(0) = ug,v(0) = vg en (0,1)

donde f,g € L?((0,T) x F') con F C [0, 1] denota los controles y x denota la funcién
caracteristica del conjunto F' donde el control es localizado. Este resultado estd en
preparacion para publicacion.
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