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El libro de la naturaleza estd
escrito en lenguaje matematico,
cuyos caracteres son tridngulos,

circulos y otras figuras
geométricas, sin las cuales seria
imposible entender una sola
palabra y se andaria siempre
como en un laberinto oscuro”
Galileo Galilei (Il Saggiatore)
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Cada superficie de Riemann simplemente conexa es conformemente
equivalente a:

@ el espacio hiperbdlico (curvatura constante = —1),
e el plano (curvatura constante = 0),

@ 0 la esfera de Riemann (curvatura constante = 1)
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Cada superficie de Riemann simplemente conexa es conformemente
equivalente a:

@ el espacio hiperbdlico (curvatura constante = —1),

e el plano (curvatura constante = 0),

@ 0 la esfera de Riemann (curvatura constante = 1)

Transormacién conforme = métrica conforme. ;Dimensiones
superiores?
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Curvatura en dimension 2

Q=1

MAPB90006.
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El problema de Yamabe
e (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dim n > 3,

@ g es conforme a g & g = ¢g for some ¢ > 0, ie, preserva
angulos.

¢ Existe una métrica conforme a g con curvatura escalar constante?

Si.
Yamabe (1960), Trudinger (1968), Aubin (1976), Schoen (1984)



Ecuacidon de Yamabe

4
dg = un—2g con curvatura escalar constante ¢
<~ Jue C® u>0:

n+2
—apAgu+ Sgu = cun-2,

con Sg la curvatura escalar de la métrica g.




Ecuacidon de Yamabe

4
dg = un—2g con curvatura escalar constante ¢
<~ Jue C® u>0:

n+2
—apAgu+ Sgu = cun-2,

con Sg la curvatura escalar de la métrica g.

3
|
N

< Si (M",g) = (R", |dx|?) = u = (A—Af) 2" (bubbles)

24 |x—xo|
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La constante de Yamabe.

Equivale a encontrar puntos criticos del funcional

_ fM(a,,HVguH2 + Sgu?)dvg
(f/v/ ”pdVg)z/p

Q(&) = Qg(u)

Restringido a [g] = {& : & = ¢g,¢ > 0}, Q esta acotado
inferiormente . Luego definimos

Y(M,[g]) =inf {Q(Z): & € [¢]}
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@ Siempre existe al menos una solucién positiva de la ecuacién
de Yamabe con A = Y(M, [g]).

@ Existe al menos una métrica conforme de curvatura escalar
constante.
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Solucién del problema
@ Este infimo siempre se alcanza. Entonces

@ Siempre existe al menos una solucién positiva de la ecuacién
de Yamabe con A = Y(M, [g]).

@ Existe al menos una métrica conforme de curvatura escalar
constante.

¢ Existe una tinica métrica de curvatura escalar constante?

e Si Y(M,[g]) <0 entonces existe una tnica métrica de
curvatura escalar constante y volumen unitario;

e Si Y(M,[g]) > 0 entonces podria existir multiplicidad métrica
de curvatura escalar constante y volumen unitario.



Ejemplos

e En (S", go), todas las soluciones son minimizantes.
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@ Productos de variedades riemannianas cerradas de la forma:
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Si (M, g) y (X, h) son de curvatura escalar constante,
entonces el producto tiene curvatura escalar constante
Sg + 2725, (constante).



Ejemplos

e En (S", go), todas las soluciones son minimizantes.

@ Productos de variedades riemannianas cerradas de la forma:

(M x X, [g +£°h])

Si (M, g) y (X, h) son de curvatura escalar constante,
entonces el producto tiene curvatura escalar constante

Sg + 2725, (constante). Calculando el funcional de Yamabe
para estas métricas

Q(g + 6h) — oo cuando § — 0.
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(M g) = P§,v € (0, g) , no local

Observaciones
0 Siv=1,Pf =L, =—-Ng+ 4(",1—_721)5g (Laplaciano Conforme).



Laplaciano Conforme Fraccionario

(M", g) — Pfg?’y € (0, 2) , no local

2
Observaciones
0 Siv=1,Pf =L, =—-Ng+ 4(",1—_721)5g (Laplaciano Conforme).
° Si'y:2, PS =

N> — 4N +8

1/}4_ leg (RICg (VQ/},e,)EI) m

(Operador de Paneitz).

@ Caso fraccionario: estudiamos v € (0,1) para evitar complicaciones
técnicas.



Laplaciano Conforme Fraccionario

(M", g) — Pfg?’y € (0, 2) , no local

2
Observaciones
0 Siy=1P =1, =-N;+ 4(",,—_,21)5g (Laplaciano Conforme).
° Si'y:2, P2gd}::
N?> —4N +38
1/)+ dIVg (RICg (Vl/), e,) e,) W(/V_'_—” (S V¢)+ Qg’l/jz

(Operador de Paneitz).

@ Caso fraccionario: estudiamos v € (0,1) para evitar complicaciones
técnicas.

@ No hay férmulas explicitas para este operador en general.



Propiedad Conforme

4
Si gw = w27 g entonces

PEf — a2 e (wf)
g SANEYA



Propiedad Conforme

4
Si gw = w27 g entonces

PEf — a2 e (wf)
g SANEYA

< Curvaturas fraccionarias asociadas: Qf := P§(1) = f = 1.

n+2y
PE(w) = w27 Q&




Algunos Problemas estudiados



Problema de Yamabeen M x N

@ Rey, Ruiz, 2021



Problema de Yamabeen M x N

@ Rey, Ruiz, 2021

Estudiamos la ecuacién de Yamabe para una variedad
producto de la forma (M x N, g + ch):

—52Agu + (1 + 62k) u=uP!

donde k es una funcidn suave.




Probamos un resultado de existencia de soluciones con k-peaks,
para cada niimero natural k, que se concentran alrededor de un
punto criico de la curvatura escalar de M.
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Problema de Yamabe Fraccionario

v€(0,1), San [g]):n> 27y,

dgw = wn=2v g métrica conforme con curvatura constante
Q5 (w > 0)?

0]

dwe C® w>0

n+2~y
P$(w) = cwr2 7

n—2y
- Si (M7, g) = (R", |dx|2) = w = (m) 2 (bubbles)



Problema fraccionario de Yamabe

@ Rey, Saintier, (2024)

Este articulo trata sobre la teoria de los espacios fraccionarios de
Sobolev en una variedad Riemanniana compacta.



Problema fraccionario de Yamabe

@ Rey, Saintier, (2024)

Este articulo trata sobre la teoria de los espacios fraccionarios de
Sobolev en una variedad Riemanniana compacta.

Como aplicacién, estudiamos una ecuacién eliptica no local de la
forma

Licu+ hlulP~%u = flu|7%u, (2)

donde el operador Lxu es un operador no local un poco mas
general que el Laplaciano fraccionario.



El laplaciano fraccionario en M

Podriamos tomar Lxu = (—A)7u.



El laplaciano fraccionario en M

Podriamos tomar Lxu = (—A)7u.
En R”

(fix+y) —f(x))
R" |y (m+2)

(=A)'f(x)=P.V. dy



Q-curvatura constante

@ S. Alarcén, J. Petean (2023)

Probamos multiplicidad de soluciones para la ecuacién de
Q-curvatura constante:

64A§u — eszgu—l— au=uP, inM,

u>0, Agu>0, en M,

con a, b > 0 constantes, p < p* = 253,y AZ := A (A,) el
operador bilaplaciano.



Gracias por la atencion
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