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Control 6ptimo de temperatura

@ Q: dominio abierto y acotado,
@ Tp: estado deseado,

@ \: pardmetro de regularizacién,
@ g,beR, a<hb.
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Control éptimo de temperatura 4/37



Control 6ptimo de temperatura

@ Q: dominio abierto y acotado,
@ Tp: estado deseado,

@ \: pardmetro de regularizacion,
@ g,beR, a<hb.

min J(T, q) 1=%/Q|T(X)—TD(X)|2GX + 5 [ lavoP o

sujeto a

Ecuacion de estado

f(x)+akx) xeQ,
0 X € 00

Restriccion de caja

a<qgx)<b VX € Q

T: Estado, q: Control.
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Control 6ptimo de temperatura

@ Q: dominio abierto y acotado,
@ Tp: estado deseado,

@ \: pardmetro de regularizacién,
@ g,beR, a<hb.

min AT, @)i= 5 [ 1760~ To(02 e + 5 [ aGOR o J

sujeto a

Ecuacién de estado

fx)+a(x) xeQ,
0 X € 0Q

Restriccion de caja

—

a<qgx)<b VX € Q

Objetivo

Analizar la discretizacién por elementos finitos.
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2) Problema de control

@ Formulacién variacional
9 Existencia (y unicidad) de soluciones

3) Caracterizaciéon de soluciones

@ Condiciones de optimalidad (necesarias y suficientes)
@ Regularidad adicional

4) Discretizacién por elementos finitos

Control éptimo de temperatura 6/37



1) Ecuacién de estado

@ Formulacién variacional

9 Existencia (y unicidad) de soluciones
@ Regularidad

@ Discretizacion por elementos finitos
@ Andlisis de error

2) Problema de control

@ Formulacién variacional
9 Existencia (y unicidad) de soluciones

3) Caracterizaciéon de soluciones

@ Condiciones de optimalidad (necesarias y suficientes)
@ Regularidad adicional

4) Discretizacién por elementos finitos

Control éptimo de temperatura 7137



1) Ecuacion de estado

Formulacién variacional

~AT(x)
T(x)
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1) Ecuacion de estado

Formulacién variacional
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f(x) xeq,
0 X € 002

} — TGV:/VT~VvdX:/fvdX Vv e V.
Ja Ja

V= I—/&(Q) — Existencia y unicidad de soluciones (Lax - Milgram).
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NN Ax =b

Particion &2,  Espacio discreto V,,  Sistema matricial
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NN Ax =b
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Andlisis de error a priori

e=T-T, |6l < C(NdOfs) ™ (v>0) J
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Andlisis de error a priori

e=T-T, |6l < C(NdOfs) ™ (v>0) J

Solucién discreta Solucién exacta Error de aproximacion

?A"A"‘“ﬂv l‘vv‘\\ | ' 10"

S,

Control éptimo de temperatura 9/37



Andlisis de error a priori

e=T-T, |€l1(q) < C(Ndofs)™™ (v >0) J
o
Solucién discreta Solucién exacta Error de aproximacion
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Andlisis de error a posteriori

Objetivo

Disenar un estimador n = n(T,) tal que:
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Andlisis de error a posteriori

Objetivo

Disenar un estimador n = n(T,) tal que:

o n(Th) = > mk(Th).

Ke 2,

9 [ely(e) < Cem  — Confiabiidad

) ZkeNK Nk +O0sCn (f) < Ceff\e\Hé(NK) — Eficiencia

Algoritmo adaptativo

Resolver - Estimar - Marcar - Refinar
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Andlisis de error a posteriori
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Andlisis de error a posteriori
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Andlisis de error a posteriori
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1) Ecuacién de estado
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2) Problema de control éptimo

Formulacién variacional

min J(T, q) ::%/f;n(x)—TD(x)Fdx + %l/;z\q(x)ﬁdx

TeHg(Q):/vr-dex:/(f+q)vdx v e H(9),
sujeto a: Q Q2

GEQuyi={wel?(Q):a<w(x)<b ctp. enQ}.
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Idea: Optimizar y después discretizar
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3) Caracterizacion de soluciones éptimas

Sistema de optimalidad

(T,P, ) € H(Q) x H}(Q) X Qaq :

/vT-Vvdx:/(f+51)VC’X v € H)(Q),
Q Q

(Dgd(T,8),9-8) >0 Vg€ Quy < . -
/VP-Vvdx:/(T—TD)vdx Y e H(Q),
JQ JQ

/Q(er,\g,).(q_a)dsz Vq € Qug-
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3) Caracterizacion de soluciones éptimas
Sistema de optimalidad

(T,P, ) € H(Q) x H}(Q) X Qaq :

/vT-Vvdx:/(H—a)VdX v € H)(Q),
Q Q

(Dgd(T,3),9-3) >0 Vg€ Quy < _— .-
/VP-Vvdx:/(T—TD)vdx Y e H(Q),
JQ JQ

/Q(er,\a,).(q_a)dsz Vq € Qug-

Férmula de proyeccion

gx) = Mg {—%I_J(x)} = min {b, max{a,—%ﬁ(x)}}
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4) Discretizacion por elementos finitos

Fully discrete scheme Semi discrete scheme

(Ths Ph, @) € Yh X Vi X Qaa,h (Ths Phy @) € Vi X Vp X Qqq -
/ V- Vv, = /(f+ GWVe YV € Vi, /QVT,, Vv, = /Q(f+g)vh YV € Vi,
Q JQ
/ VP Vv = / (Th — o)V~ YVh € Y, /Q VP - Yy = /Q(Th —Tp)Vh  VYVh € Vp,
Q Q
| ®r+ 38 (@ —an) 20 Vap € Quapn [Pr+29)-@-920  vaeeu.
i i
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4) Discretizacion por elementos finitos

Fully discrete scheme Semi discrete scheme

(Ths Ph> Gh) € Y X Vi X Qo p (Th Pry @) € Y X Vi X Qqq :
/ V- Vv, = /(f+ GWVe YV € Vi, / VT, - Vs :/(f+g)vh YV € Vi,
Q JQ Q Q
/ VP - Vvp :/ (Th — o)V~ YVh € Y, / VP - Yy = / (Th — To)Vh V4 € YV,
Q Q Q Q
| ®r+ 38 (@ —an) 20 Vap € Quapn [Pr+29)-@-920  vaeeu.
i i

“‘,"‘1 v : P(x, y) = sin(27x) sin(27y)
i YA

A =0.1
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4) Discretizacion por elementos finitos

Fully discrete scheme Semi discrete scheme

(Thy Py Gh) € Vi X Vi X Qag,h : (Ths Pny @) € Vi X Vi X Qqq :
/ Vih- Vv, :/ (f+3@n)vh  VVh € Vp, /Q Vh - Vvh = /Q(f‘*' 9)Vh YVh € Y,
Q Q
/ VP, - Vv, = /(Th —Tp)Vh  VYVh € Vp, / VP - Yy = / (Th — To)Vh VVh € Y,
Q Ja Q Q
‘= _ _ _ 1
/Q(Ph+>‘qh)'(Qh*CIh) >0 Vah € Qqua,h- 9 =Nq b {7XPh}.

(U | [ e
O‘VMV» 7\ " X a=-7,b=9
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Problemas de estudio

Problemas de control 6ptimo con restricciones

min{J(y,u): Yy €Y, ue U} sujetoa e(y,u)=0, ue€ Uy.

@ Y, U: espacios de funciones.

@ y, u: Variables de estado y de control, respectivamente.
® J:Y x U— R: funcional de costo.

@ e(y, u): ecuacione de estado.

@ Ugyg C U: Conjunto admisible.
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Problemas de estudio

Problemas de control 6ptimo con restricciones

min{J(y,u): Yy €Y, ue U} sujetoa e(y,u)=0, ue€ Uy.
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Control 6ptimo de un problema semilineal

min J(y, u) : /|y — Vo) ax + /\u(x)Fdx

sujeto a

Ecuacion de estado

—Ay(x) + a(x, y(x)) u(x) +f(x) xe€Q,
y(x) 0 X € 002

Restriccion de caja

a<ux)<b VX € Q

Problema no convexo —> no unicidad

A. ALLENDES, F. FUICA, E. OTAROLA, AND D. QUERO, A posteriori error estimates for semilinear
optimal control problems, ESAIM Math. Model. Numer. Anal., 55 (2021), pp. 2293-2322.
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a(x,y) = 10y% -2 a(x,y) = 10arctan(80y) — 5  a(x,y) = 10sinh(3y) — 2

Estimator contributions Estimator contributions Estimator contributions

Ndof Ndof Ndof
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Control 6ptimo de Navier-Stokes

min .= 5 [ V0 = ya(aP o+ 5 [ jueo?

sujeto a

Sistema de Navier-Stokes

u, V.y=20 en Q,
0 enoq.

{ —vAy +(y- V)Y +Vp
y

Restriccion de caja

a<u<b en Q.

A. ALLENDES, F. FUICA, E. OTAROLA, AND D. QUERO, A posteriori error estimates for a
distributed optimal control problem of the stationary Navier-Stokes equations, SIAM J.
Control Optim., 59 (2021), pp. 2898-2923.
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Problema de seguimiento puntual para el problema de Stokes

min J,u) = 2 S () —vi2+ 2 [ ugoP
2 2 Jo

teD

sujeto a

Sistema de Stokes

, V.y=0 en Q,

—vAy + Vp
en 09.

oc

Restriccion de caja

a<u<b en Q.

—vDzZ+Vr = > (y(H)-y)d, V-z=0 enq,
teD
z = 0 endoq.
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Problema de seguimiento puntual para el problema de Stokes

A
min J(y,0) = 5 S0 Iv(H -y, + 3 [ ueop
feD Q
sujeto a
Sistema de Stokes
—-vAy+Vp = u, V.y=20 en Q,
y = 0 enoQ.

Restriccion de caja

a<u<b en

@ A. ALLENDES, F. FuiCcA, E. OTAROLA, AND D. QUERO, An adaptive finite element method
for the pointwise tracking optimal control problem of the Stokes equations. SIAM J.
Sci. Comput. 41 (2019), no. 5, A2967-A2998.

@ F. FuicA, E. OTAROLA, AND D. QUERO, Error estimates for optimal control problems of
the Stokes system with dirac measures. J. Sci. Comput. 87 (2021), no. 3, Paper No. 97,
23 pp.
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2 ' i i

Control 6ptimo de Navier-Stokes con fuentes singulares

min J2) = 5 [ Y00~ ¥a()? + 5 S Iw, U= (... ) € R,

teD
sujeto a
Sistema de Navier-Stokes
—vAY+(Y-V)Y+Vp = > ud, V-y=0 enq
teD
y = 0 enoQ.

Restriccion de caja

a;<u;<b; VteD.

F. FuicA, F. LEPE, E. OTAROLA, AND D. QUERO, An optimal control problem for the
Navier-Stokes equations with point sources, J. Optim. Theory Appl., 196 (2023),
pp. 590-616.
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Control bilineal del Laplaciano Fraccionario

min J(U, q) = %/Q|u(x)—un(x)|2dx + %/Q\q(x)|2dx

sujeto a

Ecuacion de estado

(=A)°u(x) + g(x)u(x) f(x) xeQ,
u(x) 0 X € 9Q°

Restriccion de caja

a<qgx)<b VxeQ

Problema no convexo y no local

F. BERSETCHE, F. FUICA, E. OTAROLA, AND D. QUERO, Bilinear optimal control of fractional
Laplacian: Error estimates on Lipschitz domains, SIAM Journal of Numerical Analysis (En
revisién). arxiv.org/abs/2301.13058.
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Control sparse del Laplaciano Fraccionario semilineal

min J(U, 9) 1:%/Q|U(X)—U9(X)|2dx + g/ﬂwq(xn?dxa/;\q(x)\dx

sujeto a

Ecuacion de estado

(=A)°u(x) + a(x, u(x)) q(x) xeQ,
u(x) 0 X € 9Q°

Restriccion de caja

a<qgx)<b VxeQ

Problema no convexo, no local y no diferenciable

F. BERSETCHE, F. FUICA, E. OTAROLA, AND D. QUERO, Sparse optimal control of a fractional
semilinear problem: convergence and error analysis on Lipschitz domains (En
preparacion).
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Problemas de interés

@ Problema de control éptimo temporal.

@ Control 6ptimo en la frontera.

@ Control 6ptimo sobre problemas acoplados: Boussinesq, Stokes-Darcy, Maxwell,...
@ Control éptimo sobre problemas perturbados.

@ Optimizacién de forma.

@ Otros métodos numéricos: VEM, DPG, Machine Learning....
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